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Resumen

Los programas que se muestran en el presente art́ıcu-
lo fueron realizados con una finalidad didáctica, que
permitan visualizar de mejor manera el compor-
tamiento dinámico de los sistemas dinámicos, en par-
ticular la dinámica compleja. El sistema analizado es
un péndulo simple en lazo abierto y en lazo cerrado
cuando la posición deseada es constante o periódica.
El controlador es del tipo PD y el modelo incluye la
fricción viscosa y una aproximación suave de la fric-
ción de Coulomb.
La forma de presentar los cálculos numéricos es me-
diante un ambiente gráfico, lo cual ayuda a compren-
der los resultados sobre el estudio anaĺıtico del sis-
tema. Los programas son principalmente resultados
númericos que muestran algunas rutas al caos, pero
también se tienen programas que usan datos reales
con los cuales se realizan algunas animaciones. En-
tre los programas se encuentran herramientas para
hallar equilibrios, valores propios, series de tiempo,
retratos de fase, diagramas de bifurcación y sensibili-
dad a condiciones iniciales. También se ofrece una he-
rramienta –denominada evolución múltiple–, la cual
permite ver en un solo gráfico múltiples trayectorias
que generan un sólido, permitiendo analizar varias
de las caracteŕısticas de los sistemas dinámicos.

1. Introducción

En la enseñanza de la ingenieŕıa de control y en
otras muchas ramas, es necesario y de suma im-
portancia comprender el comportamiento de los sis-
temas dinámicos. Una manera de analizarlos es co-
mo entes matemáticos o abstractos. Muchas veces
la manera más clara y sencilla de aprender es me-
diante ilustraciones, gráficos o animaciones. Dicha
causa es el móvil de esta serie de programas, desti-
nados a la enseñanza de sistemas con dinámica com-
pleja. Aqúı proponemos una forma gráfica para com-
prender las caracteŕısticas y propiedades que pueden

presentar los sistemas. Nos hemos enfocado única-
mente en mostrar varias de las caracteŕısticas de
un sistema en particular: el péndulo simple. A pe-
sar de su aparente sencillez, el péndulo presenta una
gran diversidad de comportamientos, incluyendo el
caótico (cuando es excitado con una señal periódi-
ca). Dicha propiedad se presenta también cuando el
péndulo está en lazo cerrado con un controlador tipo
PD.
La propuesta consiste en una serie de programas
numéricos1 que cuentan con interfaces gráficas y ani-
maciones en matlab

2. Entre las herramientas vi-
suales tenemos desde el retrato de fase hasta el dia-
grama de bifurcación. Estos son llamados desde un
menú principal. Son varios los programas numéricos
que han realizado para el estudio de sistemas, pero
son muy pocos los que analizan la dinámica comple-
ja.
Otra herramienta permite analizar el comportamien-
to del sistema ante un conjunto de condiciones ini-
ciales y visualizar la evolución de los estados en fun-
ción del tiempo. Ésta permite observar ciertas carac-
teŕısticas de los sistemas caóticos, como la contrac-
ción, expansión, doblamiento y la sensibilidad a las
condiciones iniciales.
El documento está organizado de la siguiente for-
ma: en la Sección 2 se describen las ecuaciones em-
pleadas para el péndulo en lazo abierto, posterior-
mente se encuentran los equilibrios cuando la posi-
ción es constante. Cuando la posición es periódica
se analiza la sensibilidad a las condiciones iniciales,
los diagramas de bifurcación, la evolución múltiple
y una animación. En la Sección 3 se muestran las
ecuaciones usadas para el péndulo con un controlor
tipo PD. Se analizan los equilibrios cuando la posi-
ción es constante. Finalmente, cuando se excita con
una señal periódica, se analiza la evolución múltiple
y una animación. Las conclusiones se presentan en la

1Los programas están disponibles en
www.cicese.mx/∼jcuesta/CICESE/

2Versión 6.1.0.450 (R12.1).
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Sección 4.

2. Lazo abierto

Las ecuaciones dinámicas que empleamos para mo-
delar al péndulo simple en lazo abierto son

ẋ = y (1)

ẏ = − sinx − µ2y − µ3 tanh(µ4y) + µ1qd,

donde µi, i = 1, 2, 3, dependen de los parámetros pro-
pios del sistema, tales como la masa, inercia, etc. El
término tanh(·) corresponde a la aproximación suave
de la fricción de Coulomb y qd es la entrada del sis-
tema. A continuación se muestran el análisis y los
programas realizados para este sistema.

2.1. Posición constante

Cuando la entrada qd es constante, los equilibrios
del sistema (1) se determinan cuando se satisface si-
multáneamente que

y = 0

− sinx + µ1qd = 0

por lo que, para que exista por lo menos un punto
de equilibrio x̄, el valor de |µ1qd| debe ser menor a
la unidad. Dadas las propiedades f́ısicas de nuestro
sistema obtenemos aproximadamente que µ1 = 0,81,
aśı que la posición deseada tiene que cumplir que
|qd| < 1,2 para que el sistema pueda presentar equi-
librios.
Mediante el programa ubicado en péndulo—lazo
abierto—posición constante, analizamos los posibles
puntos de equilibrios que puede presentar el sistema.
La ĺınea sólida que se muestra en la parte izquier-
da de la Figura 1, representa los posibles puntos de
equilibrio estables en función de qd, mientras que la
ĺınea discontinua muestra los equilibrios inestables.
El puntero del ratón deberá ser puesto en la posición
deseada qd que uno quiera analizar; aśı el programa
se encargará de localizar los equilibrios y posterior-
mente los valores propios de (1) en los respectivos
equilibrios. Se debe de cumplir que |qd| < 1,2, ya que
en caso contrario el programa no encontrará inter-
sección alguna con la curva solución y está acción
generará un error.

2.2. Posición periódica

Considérese ahora que la posición deseada para el
péndulo es periódica, de la forma qd = A cos(ωt).
Existen ciertas condiciones para que el sistema pue-
da presentar una cierta dinámica conocida como caos

Figura 1: equilibrios y valores propios en función de
la posición deseada.

homocĺınico. Para determinar dichas condiciones se
emplea el teorema de Melnikov [5], el cual da las
condiciones sobre la ocurrencia de una bifurcación
homocĺınica.
Al aplicar el teorema obtenemos que se debe satis-
facer que

A >
| − 4µ2 ± πµ3|

πµ1sech
(

ωπ
2

) , (2)

es decir, la amplitud queda en función de la frecuen-
cia, ambas provenientes de la señal periódica.
Para analizar el comportamiento que tiene el sistema
ante estas condiciones empleamos el programa ubi-
cado en péndulo—lazo abierto—posición periódica.
En el extremo superior izquierdo de la Figura 2 se
muestra la gráfica de la desigualdad (2). En la zona
sombreada se seleccionan, por medio del puntero del
ratón, los valores de A y ω que se desean analizar.

Los datos de la amplitud y frecuencia serán intro-
ducidos al programa, el cual se encargará de simular
el sistema. Los resultados que arroja el programa son
gráficas que muestran la serie de tiempo de la posi-
ción, la velocidad y el retrato de fase (véase Figura
2).

2.2.1. Sensibilidad a condiciones iniciales

Una caracteŕıstica de los sistemas caóticos, es su sen-
siblidad ante pequeñas variaciones en las condiciones
iniciales. La sensibilidad consiste en que si dos sis-
temas idénticos empiezan con condiciones iniciales
x0 y x0 + ε, respectivamente, donde ε es una can-
tidad muy pequeña, los estados entre los sistemas
divergerán [3, 7].
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Figura 2: condición para la existencia de caos ho-
mocĺınico, retrato de fase y series de tiempo de la
posición y velocidad.

Para poder ver esta particularidad, en nuestro sis-
tema se reproducen dos series de tiempo de la posi-
ción (péndulo—lazo abierto—SCI). Los datos son
obtenidos experimentalmente y cuando el péndulo se
encuentra en régimen caótico. Este programa es un
tipo de animación, es decir, la evolución de la posi-
ción se van mostrando conforme transcurre el tiem-
po.

2.2.2. Diagrama de bifurcación

Otra herramienta útil en el estudio de los sistemas
con dinámica compleja son los diagramas de bifur-
cación. La forma en que el programa (péndulo—lazo
abierto—diagrama de bifurcación) genera dicho di-
agrama es tomando un valor de la amplitud A o la
frecuencia ω como constante, mientras que el otro
parámetro se toma como variable. Cada variación
genera una serie de tiempo de la posición, de la cual
se obtienen los máximos y se mapean al plano gene-
rado por el parámetro variable y los máximos. Este
mapeo se realiza para cada valor del parámetro varia-
ble.
En la parte superior derecha de la ventana del pro-
grama (véase Figura 3) se tiene la opción para elegir
entre la frecuencia o la amplitud de la señal periódi-
ca, dicha elección corresponde al parámetro que uno
quiere que permanezca constante. En los espacios ed-
itables se introduce el valor mı́nimo, el incremento y
el valor máximo del parámetro que no fue selecciona-
do. Finalmente, se introduce el tiempo de duración
de cada una de las simulaciones y el tiempo de tran-
sición que uno no desea que entren en el análisis del

Figura 3: diagrama de bifurcación, ω =constante y
A =variable.

mapeo.

2.2.3. Evolución múltiple

Esta herramienta es bastante útil y facilita la
comprensión de varias propiedades de los sis-
temas dinámicos, aunque es poco común encontrar-
la. Permite visualizar la contracción, expansión y
doblamiento de las trayectorias y la sensibilidad a
las condiciones iniciales. La idea principal es generar
un conjunto de n condiciones iniciales y que dichas
condiciones evolucionen un cierto tiempo t. Una vez
que se tienen los datos de los estados en función de
t, se genera una superficie entre las trayectorias veci-
nas, formando aśı un objeto sólido perteneciente al
espacio de los estados y al tiempo (véase Figura 4).
El programa se localiza en péndulo—lazo abierto—
solución múltiple.
El conjunto de condiciones iniciales está determina-
do por un punto cercano a la trayectoria de órbita
heterocĺınica:

(x, y)± = (±2 arcsin(tanh(τ)),±2sech(τ)),

la cual se genera a partir de una simulación de (1).
La variable paramétrica τ , determina el tiempo que
durará esa primera simulación.
Los parámetros de amplitud y frecuencia de la señal
periódica pueden ser editados desde la ventana, al
igual que el tiempo t y el paso de integración de la
simulación.

2.2.4. Animación

En este programa (péndulo—lazo abierto—sistema
real) podemos ver de forma simultánea una ani-
mación del péndulo y su plano de fase localizados en
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Figura 4: evolución múltiple sobre la órbita hetero-
cĺınica.

el lado izquierdo y derecho, respectivamente (véase
Figura 5). Los datos se obtuvieron de manera ex-
perimental y las animaciones son mostradas aproxi-
madamente cada tiempo de muestreo, aśı que tanto
la posición y velocidad corresponden a estar viendo
el sistema real.

Figura 5: animación del péndulo y su retrato de fase.

3. Lazo cerrado

Las ecuaciones que modelan al péndulo simple con
un controlador tipo PD son

ẋ = y (3)

ẏ = − sinx − ν1x − ν2y + ν1qd + ν3kdq̇d

−ν4 tanh(ν5y),

donde νi, i = 4, 5 dependen de los parámetros pro-
pios del sistema, mientras que νj , j = 1, 2, 3 depen-

den además de la ganancia proporcional kp y deriva-
tiva kv del controlador. El término tanh(·) corre-
sponde a la aproximación suave de la fricción de
Coulomb. A continuación se muestran el análisis y
los programas realizados para el sistema.

3.1. Posición constante

Los puntos de equilibrio del sistema (3) deben
cumplir que

y = 0

− sinx − ν1x + ν1qd = 0,

pero dichos equilibrios están en función de la posi-
ción deseada qd y del parámetro ν1.
Para analizar al péndulo ante estas condiciones,
se emplea el programa péndulo—lazo cerrado—
posición constante. En la parte superior de la Figura
6 se aprecia el término − sinx, mientras que la recta
representa el término ν1x− ν1qd. La intersección en-
tre la senoidal y la recta se repesenta por un pequeño
ćırculo, el cual corresponde al equilibrio x̄. Conforme
la pendiente de la recta ν1 vaŕıa, van apareciendo
o desapareciendo los equilibrios que presenta el sis-
tema ante los valores que kp puede tomar ante una
qd en particular. La aparición de dichos equilibrios
son llamados bifurcaciones. En la parte inferior de la

Figura 6: equilibrios del péndulo al variar ν1.

Figura 6, los equilibrios x̄ se muestran en el eje hori-
zontal, mientras que el valor kp se representa en el
eje vertical. La obtención anaĺıtica de los equilibrios
se detallan en [1, 4, 6].

3.2. Posición periódica

Considérese ahora que la posición deseada para el
péndulo en lazo cerrado es periódica, de la forma
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qd = A cos(ωt). De igual manera que en la Sección
2.2, existen condiciones para que el sistema presente
un comportamiento caótico. Al aplicar el teorema de
Melnikov, obtenemos

π2a2sech2

(ωπ

2

)

ω2 − 16. (4)

Si el término (4) es mayor, menor o igual a cero,
las condiciones que deben de cumplir los parámetros
del controlador estarán determinados por una elipse,
hipérbola o parábola [2, 4, 6].
El programa ubicado en péndulo—lazo cerrado—
posición periódica es utilizado para analizar al sis-
tema ante estas caracteŕısticas. Aśı que en la parte
superior izquierda de la Figura 7 introducimos por
medio del puntero del ratón los valores de amplitud
y frecuencia, posteriormente, en la gráfica inferior,
los parámetros del controlador. Los resultados que

Figura 7: condiciones para la existencia de caos, se-
ries de tiempo y retrato de fase.

muestra el programa son la serie de tiempo de la
posición, la velocidad y el retrato de fase, los cuales
aparecerán en la parte derecha de la ventana.

3.2.1. Evolución múltiple

A diferencia del programa mostrado en la Sección
2.2.3, aqúı las condiciones iniciales corresponden a
un ćırculo. Los parámetros del ćırculo, tales como
radio y centro son editables desde la ventana. El pro-
grama se ubica en péndulo—lazo cerrado—solución
múltiple. El número de condiciones iniciales sobre el
ćırculo determinan el número de trayectorias que for-
maran el sólido.
El paso de integración y el tiempo de simulación se
editaran en los siguientes dos espacios de la ventana.

Finalmente, se introducen los valores de frecuencia
ω, amplitud A, ganancia proporcional kp y derivati-
va kv .
El resultado gráfico muestra el comportamiento que

Figura 8: evolución de múltiples trayectorias. (a)
Solido. (b) Transparente.

pueden presentar algunos sistemas cuando están en
régimen caótico, como por ejemplo la contracción,
expansión y doblamiento (véase Figura 8a), el cual
es uno de los mecanismos principales para compro-
bar sensibilidad a las condiciones iniciales.
Para efectos ilustrativos, la Figura 8a se muestra en
formato transparente en 8b. La ĺıneas oscuras corres-
ponden a la trayectoria de dos condiciones iniciales
y como se puede observar, empiezan muy cercanas y
terminan con una separación considerable, debido a
la sensibilidad a las condiciones iniciales. En el mis-
mo gráfico se observa que el conjunto de condiciones
iniciales comienzan con la forma de un ćırculo y ter-
minan con una forma de “U”, ya que las variedades
estables e inestables generan esa expansión y contrac-
ción, respectivamente. Los cortes que se ven sobre el
sólido nos dan una mejor idea de lo que sucede en el
sistema conforme el tiempo avanza.

3.2.2. Animación

Al igual que en la Sección 2.2.4, el programa
(péndulo—lazo cerrado—sistema real) muestra de
forma simultánea una animación del péndulo y su
plano de fase. Los datos se obtuvieron de manera
experimental.
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4. Conclusiones

La serie o paquete de programas reportados en este
documento, pueden ser usados como ayuda didácti-
ca en la enseñanza de sistemas dinámicos. El péndulo
al presentar una gama importante de comportamien-
tos dinámicos, se vuelve un excelente ejemplo para
aplicar herramientas anaĺıticas y visuales.
La mayoŕıa de los programas están enfocados al
péndulo simple. Sin embargo el programa de evolu-
ción múltiple puede ser fácilmente modificado para
cualquier otro sistema (introduciendo las ecuaciones
de estado) y usarlo para analizar sus propiedades y
caracteŕısticas. Puede usarse como herramienta para
visualizar la respuesta que tiene el sistema al apli-
carle algun algoritmo de control y aśı comprender la
manera en que actua un controlador.
Esperamos que estos programas se empleen como
material de apoyo en la enseñanza de los sistemas
dinámicos para facilitar la comprensión y carac-
teŕısticas que poseen.
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